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RESUMEN 
Desde hace algún tiempo se sabe que la integración eficiente de tecnologías en la 
enseñanza de las matemáticas es un asunto complejo para los profesores, debido en 
parte a las dificultades que éstos tienen para establecer relaciones entre los contenidos 
matemáticos, las actividades y el funcionamiento técnico del recurso tecnológico que se 
seleccione, en especial de los programas informáticos. Con el propósito de ayudar a 
superar estas dificultades de los profesores, en el siguiente trabajo se presenta una 
secuencia de análisis del comportamiento geométrico de la función exponencial, definida 
por la expresión   𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥, que se apoya en el uso del software libre GeoGebra. Tal 
secuencia permite la caracterización de familias de curvas correspondientes a la 
expresión anterior, a partir del análisis de los efectos geométricos de “deformación” y 
“reflexión” experimentados por las curvas tras la variación del parámetro 𝑎. El análisis se 
acompaña con el uso de algunas herramientas del GeoGebra que son de gran utilidad 
para los procesos de caracterización de las gráficas de la función exponencial natural. 
Teniendo en cuenta lo anterior, se describe la secuencia en dos momentos que se 
corresponden con los efectos analizados, los cuales explican cómo utilizar las 
herramientas del GeoGebra para visualizar y relacionar los cambios experimentados por 
las curvas y las expresiones algebraicas correspondientes. Consideramos que la 
aplicación de esta secuencia puede conducir a mejoras en la praxis de los profesores con 
interés en el uso del GeoGebra, ya que al recorrer los aportes que esta propuesta hace 
al desarrollo de una comprensión de los efectos asociados con las trasformaciones en la 
función exponencial, se tienen mejores condiciones para llevar a cabo la enseñanza de 
las funciones en la escuela media. 
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INTRODUCCIÓN 
Al introducir las funciones reales (afín, cuadrática, exponencial, entre otras) en sus 
clases, los profesores de matemática suelen hacer un tratamiento de los contenidos más 
procedimental y simbólico. Debido a ello, los estudiantes tienden a desarrollar un 
conocimiento matemático limitado que les dificulta el reconocimiento de las 
características de diferentes tipos de funciones, a partir de sus registros de 
representación (Bayazit, Aksoy & Alp İlhan, 2010). Al respecto, Darmawan & Iwan (2011) 
dan cuenta los problemas que tienen los estudiantes para comprender cómo afectan los 
cambios de valor de los parámetros de una función a las gráficas de una misma familia. 
La importancia de esta comprensión radica en la ayuda que representa este saber al 
momento de interpretar las gráficas de las funciones con mejores resultados. 
En este contexto, se han generado propuestas de enseñanza de las funciones para 
potenciar la comprensión de los estudiantes sobre las relaciones entre lo simbólico y lo 
gráfico. Algunas de éstas se apoyan en el uso de recursos tecnológicos que facilitan la 
visualización en tiempo real y de manera dinámica de los efectos o transformaciones 
geométricas que experimentan las gráficas de una misma familia, cuando varían los 
parámetros de la expresión algebraica que define a la función (Castillo, Gutiérrez & Prieto, 
2013; Cervantes & Prieto, 2013; Hohenwarter, 2006). Entre estos recursos se encuentra 
el GeoGebra, un programa informático gratuito, de fácil acceso, de interfaz simple, que 
integra diversos registros de representación de los conceptos matemáticos (Fioriti, 2012). 
El GeoGebra resulta muy útil para el estudio del comportamiento geométrico de las 
funciones reales, incluyendo a la función exponencial natural, debido a que permite 
dibujar las gráficas de funciones con precisión, manipular y explorar las mismas para 
generar conjeturas sobre sus cualidades, las cuales puedan ser corroboradas en el acto. 
Con la ayuda del GeoGebra, en este trabajo se describe una secuencia de análisis de los 
efectos geométricos denominados “deformación” y “reflexión” en la función exponencial 
natural. Tales efectos se vinculan con la variación del parámetro 𝑎 de la expresión 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑎𝑥.  
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CONSIDERACIONES FUNDAMENTALES DEL DISEÑO 
CONSIDERACIONES TEÓRICAS 
 Las transformaciones que sufren las gráficas de las funciones reales se deben a 
cambios en la expresión algebraica que se le asocia. Estas transformaciones se 
caracterizan por los cambios en la forma o posición de las curvas de una familia, con 
respecto a otras curvas de expresiones más simples, tal como: ℎ(𝑥) = 𝑒𝑥 , que actúan 
como “referentes”  (Larson, Hostlerter & Edwards, 2008). En el caso la función 
exponencial 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥 (con 𝑎 ∈ ℝ), la variación del parámetro 𝑎 produce dos tipos 
de transformaciones denominadas deformación y reflexión.  
 La curva referente en el estudio de las deformaciones que sufren algunas curvas de 
la familia de 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥 (con 𝑎 ∈ ℝ) es la función exponencial natural, esta es, aquella 
definida por 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥. En el caso de la reflexión, cada curva que sufre una reflexión 
es el reflejo de una única curva de la familia, la cual es su referente y ha sido objeto 
de deformación. 
 La transformación que produce una variación en la forma de una curva de 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥, 
con respecto a la canónica, es llamada deformación. Ésta se presenta cuando el 
parámetro 𝑎 toma valores del intervalo (0, ∞), es decir, cuando 𝑎 > 0. Sin embargo, 
en el intervalo cuando 𝑎 = 1 la curva resultante coincide con la canónica, por lo que 
se establecen dos casos: 
o Deformación en el intervalo (0, 1)   
o Deformación en el intervalo (1, ∞)   
 Cuando una curva presenta cambios de posición con respecto a su referente, la 
trasformación que actúan sobre ésta se denomina reflexión. Tal efecto se presenta 
cuando 𝑎 toma valores del intervalo (−∞, 0), es decir, cuando 𝑎 < 0. Sin embargo, en 
el intervalo cuando 𝑎 = −1 la curva resultante es la reflexión de la canónica, por lo 
que se establecen dos casos: 
o Reflexión en el intervalo (−1,0)   
o Reflexión en el intervalo (−∞, −1)   
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CONSIDERACIONES TÉCNICAS 
 La secuencia de análisis de estas transformaciones se acompaña del uso conveniente 
de un deslizador, una herramientas del GeoGebra que facilita la exploración de las 
representaciones graficas correspondientes a familias de funciones, con solo asociar 
a éste cada parámetro de la expresión algebraica que define a la función.  
 
CONSIDERACIONES METODOLÓGICAS 
 Para análisis de ambas transformaciones o efectos geométricos, se establecen ciertos 
intervalos que permitan la caracterización de cada uno de los efectos, posteriormente 
ajustar el deslizador y activar animación automática según cada uno de los intervalos 
establecidos. 
 
TRANSFROMACIONES DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL NARUTAL 
DEFORMACIÓN 
Éste efecto que presentan las gráficas de la función 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥  son de dos tipos, 
dependiendo del valor del parámetro 𝑎. Si el parámetro toma un valor entre 0 y 1, es decir 
0 < 𝑎 < 1, se dice que la deformación es una “dilatación horizontal” (ver Figura 1a). 
 
Figura 1. Familia de curvas dilatadas horizontalmente 
Fuente: Castillo, L.A., Prieto J.L. (2013) 
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Desde la geometría, si trazamos una recta paralela al eje x de manera que corte al eje y 
en A, a la curva canónica en B y a la gráfica de la función 𝑓(𝑎𝑥) en C, entonces se dice 
que la última gráfica sufre una dilatación horizontal ya que 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ > 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  (ver Figura 1b). 
Ahora, las curvas que pertenecen a la familia de las deformadas, cuando el parámetro 𝑎 
varía en el intervalo (1, ∞), es decir, cuando 𝑎 > 1, se dice la deformación es una 
contracción horizontal (Larson, R., et al., 2008). En la Figura 2a se observan las curvas 
que sufren ésta transformación. 
 
Figura 2. Familia de curvas contraídas horizontalmente 
Fuente: Castillo, L.A., Prieto J.L. (2013) 
Geométricamente, si trazamos una recta paralela al eje x, de manera que ésta intercepta 
al eje y en A, a la curva canónica en B y a la gráfica de la función 𝑓(𝑎𝑥) en C, entonces 
se dice que ésta gráfica sufre una contracción horizontal ya que 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ < 𝐴𝐵̅̅ ̅̅   (ver Figura 2b). 
 
REFLEXIÓN 
Para nuestro caso, el efecto de reflexión se presenta cuando el parámetro 𝑎 en 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑎𝑥, toma valores del intervalo (−∞, 0), es decir, cuando 𝑎 < 0. Dado que este tipo de 
reflexión se da en relación a una curva referente y a un eje de reflexión, existe una 
relación entre la familia de las deformadas y reflejadas, es decir, cada curva reflejada lo 
es de una previamente deformada, la cual actúa como referente de la trasformación (ver 
Figura 3). 
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Figura 3. Familia de curvas reflejadas 
Fuente: Castillo, L.A., Prieto J.L. (2013) 
Vía geométrica, si trazamos una recta paralela al eje x, que intercepte al eje y y a las 
funciones 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥 y 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥, en A, B y C respectivamente (ver Figura 4), entonces 
existen tres casos posibles, (i) que 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  ≅  𝐴𝐶̅̅ ̅̅ , esto implica que la curva es el reflejo de la 
canónica (ver Figura 4a), (ii) que 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ >  𝐴𝐶̅̅ ̅̅ , supone que la curva es la reflexión de una 
dilatación horizontal de la canónica (ver Figura 4b) y (iii) que 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ <  𝐴𝐶̅̅ ̅̅ , implica que la 
curva es el reflejo de una contracción horizontal de la canónica (ver Figura 4c). 
 
Figura 4. Caracterización de curvas reflejadas 
Fuente: Castillo, L.A., Prieto J.L. (2013) 
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LAS TRANSFORMACIONES EN UN ENTORNO DE GEOGEBRA 
DEFORMACIÓN  
Para visualizar los efectos de deformación en las gráficas de la función 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥, 
utilizando el GeoGebra, es necesario construir un deslizador asociado al parámetro 𝑎 de 
esta expresión. Al ajustar convenientemente los valores “mínimo” y “máximo” del 
deslizador se visualiza la familia de curvas de la función exponencial que definen la 
transformación. Entre los valores que puede tomar el deslizador se encuentran el 0 y el 
1, los cuales consideramos como “notables” en nuestro análisis, ya que cuando 𝑎 = 0 la 
gráfica de la función 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥 se convierte en una recta paralela al eje x que pasa por 
el punto (0, 1). Por otro lado, cuando 𝑎 = 1 la gráfica de 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥 coincide con la 
canónica 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 y, por lo tanto, no se percibe algún efecto geométrico. A partir de 
estos valores, sugerimos un análisis en dos casos: 
Caso 1: Dilatación Horizontal en el intervalo (0, 1)  
En éste, es necesario ajustar los valores mínimo y máximo del deslizador en 0 y 1 
respectivamente. Luego de activar rastro sobre la gráfica de 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥 y posteriormente 
la opción “Animación Automática” sobre el deslizador, se visualiza la familia de curvas 
dilatadas horizontalmente con respecto a la canónica. Debido al movimiento se concluye 
que la dilatación de las curvas es más notable cuando el valor del parámetro es más 
cercano a 0 (cero) (ver Figura1a). Ahora, si 𝑎 tiende al valor máximo del intervalo anterior 
entonces la apreciación del efecto en las curvas es menos notable con respecto a la 
canónica. 
Caso 2: Contracción Horizontal en el intervalo (1,∞)  
Para caracterizar las curvas de éste caso, se debe ajustar los valores del deslizador, con 
mínimo de 1 y en máximo un entero positivo mayor que 1. Pero, ¿Qué tan mayor debe 
ser? Cuestión que se responde al observa lo sucedido en al efecto, luego de activar 
“Animación Automática” con diferentes valores máximos para el intervalo del deslizador, 
sugerimos como ejemplos 5, 11, 50 (ver Figura 2a).  
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REFLEXIÓN 
Para visualizar y analizar este efecto, los valores del parámetro 𝑎 de la expresión 𝑓(𝑥) =
𝑒𝑎𝑥 deben estar comprendidos en el intervalo (−∞, 0). En el análisis de la reflexión se 
encuentra un valor notable en éste intervalo, el −1. Cuando el deslizador pasa por este 
valor, es decir, cuando 𝑎 = −1, la gráfica es el reflejo de la canónica. Por lo que esta 
curva, divide a la familia en dos partes, en las cuales sus miembros pueden 
caracterizados con un uso intencionado del deslizador en los siguientes intervalos: 
Caso 1: Reflexión en el intervalo (−1, 0) 
En este intervalo requiere de ajustar los valores de mínimo y máximo del deslizador, sean 
−1 y 0, respectivamente. Luego activar “Animación Automática”, se visualiza la familia de 
curvas reflejadas que se ubican entre el la recta definida por 𝑦 = 1 y el reflejo de la 
canónica (ver Figura 3). Éstas curvas son caracterizadas por ser el reflejo de la familia 
de curvas dilatadas horizontalmente. 
Caso 2: Reflexión en el intervalo (−∞,−1) 
Para caracterizar las curvas de éste intervalo, se ajustan los valores del deslizador, como 
máximo −1 y como mínimo un entero negativo que sea menor que −1. Ahora, ¿Qué tan 
menor debe ser este valor? Mediante la visualización del efecto, luego de activar 
“Animación Automática” con diferentes valores mínimos para el intervalo del deslizador 
se responderá dicha cuestión, sugerimos como ejemplos −4, −12, −60. Al activar 
“Animación Automática” según los intervalos, nos muestra la familia de curvas que son el 
reflejo de las contraídas horizontalmente, donde algunas de éstas se encuentran más 
próximas al eje 𝑦 (Figura 3).  
 
CONCLUSIONES 
En este trabajo se ha descrito una secuencia para el análisis gráfico de las familias de 
curvas que resultan de la transformación de 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 a 𝑓(𝑥) =   𝑒𝑎𝑥. El análisis se 
relaciona con los efectos de deformación y reflexión, visualizados tras la variación del 
parámetro 𝑎 de la expresión de 𝑓(𝑥) en un entorno dinámico. Mediante el uso adecuado 
del deslizador se logró establecer relaciones entre los valores del parámetro, en 
intervalos puntuales, y las curvas representadas en la vista gráfica del GeoGebra, lo que 
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da significado a los efectos estudiados de la secuencia. Es evidente la capacidad que el 
GeoGebra posee de establecer conexiones entre las representaciones principales de las 
funciones, expresiones algebraicas y gráficas, consideradas en el análisis. Debido a esto, 
se facilita la comprensión de las transformaciones como efectos sobre curvas (Bayazit & 
Aksoy, 2010; Hohenwarter, 2006). 
Ya que las representaciones gráficas de una función son las más tratadas en la 
escolaridad (Basurto & Gallardo, 2011), un tipo de secuencia de análisis como la que se 
propone permite desarrollar la capacidad de anticiparse al comportamiento geométrico 
de las curvas correspondientes a la expresión 𝑓(𝑥) =   𝑒𝑎𝑥, dada su expresión algebraica, 
temática que es de gran interés en la enseñanza de la matemática en el nivel de 
Educación Media. Debido a esto, al recorrer los aportes de la secuencia, mejorara su 
compresión de este tópico, colocándolo en mejores condiciones para hacer posible la 
integración de tecnologías en la enseñanza de las Matemáticas y un aprendizaje 
matemático significativo entre los estudiantes. 
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